De GL(2,F) a Gal_{Q_p} by Vigneras, Marie-France
ar
X
iv
:0
90
9.
40
03
v1
  [
ma
th.
RT
]  
22
 Se
p 2
00
9
1
De GL(2, F ) a` GalQp
Marie-France Vigneras
Paris Juillet 2009, re´vise´ septembre 2009
1. Introduction
Soit F une extension finie deQp de corps re´siduel un corps fini Fq a` q
e´le´ments, ou F = Fq((T )). Soit L une extension finie deQp, d’anneau
des entiers o et de corps re´siduel k. Notons GalF le groupe de Galois
absolu de F etMo(G) la cate´gorie abe´lienne des repre´sentations lisses
de G := GL(2, F ) sur des o-modules.
En utilisant la the´orie des (ϕ, Γ )-modules, Colmez a de´fini un fonc-
teur exact contravariant de la cate´gorie des repre´sentations lisses de
GL(2,Qp) sur o de longueur finie ayant un caracte`re central (donc ad-
missibles) dans la cate´gorieMfo (GalQp) des repre´sentations continues
de GalQp dans des o-modules finis, dont il a de´duit la correspondance
de Langlands par de´formation pour GalQp et GL(2,Qp).
Une ge´ne´ralisation de ce foncteur a e´te´ donne´e lorsque l’on rem-
place G par un groupe re´ductif p-adique de´ploye´ sur Qp de centre
connexe dans [4].
Ici, nous ne supposons pas Qp = F et nous allons construire un
foncteur d’une sous-cate´gorie deMo(G) vers la cate´gorie des (ϕ, Γ )-
modules.
On dit que V ∈ Mo(G) admet une pre´sentation finie (relative a`
KZ), s’il existe une suite exacte dans la sous-cate´gorie Mtfo (G) des
repre´sentations de type fini dans Mo(G),
0→ RV (V0)→ ind
G
KZ(V0)→ V → 0 ,
ou` V0 ⊂ V |KZ , Z le centre de G, K = GL(2, OF ) et ind
G
KZ est le
foncteur d’induction compacte de KZ a` G. Notons Mo−tor(G) la
sous-cate´gorie des repre´sentations de Mo(G) sur des o-modules de
torsion et
Mapfo−tor(G) , resp. M
alf
o−tor(G) ,
les sous-cate´gories des repre´sentations deG admissibles de pre´sentation
finie, resp. admissible s de longueur finie, dans Mo−tor(G).
Enonc¸ons le the´ore`me principal.
The´ore`me 1. 1) Une repre´sentation dans Mo−tor(G) est admissible
et de pre´sentation finie, si et seulement si elle est de longueur finie
et ses sous-quotients irre´ductibles sont admissibles et de pre´sentation
finie.
22) Supposons que F soit une extension finie de Qp. On peut de´finir
un foncteur contravariant (th. 4, cor. 6)
V : Mapfo−tor(G) → M
f
o (GalQp) .
3) Lorsque F = Qp les cate´goriesM
apf
o−tor(GL(2,Qp)),M
alf
o−tor(GL(2,Qp))
sont e´gales, le foncteur contravariant
V : Malfo−tor(GL(2,Qp)) → M
f
o (GalQp)
est exact, et coincide sur les repre´sentations ayant un caracte`re cen-
tral, avec le foncteur de Colmez.
L’inteˆret de ce re´sultat de´pend de l’existence de o-repre´sentations
irre´ductibles de G admissibles de pre´sentation finie lorsque F /=Qp.
On sait que les repre´sentations irre´ductibles non supersingulie`res sont
admissibles de pre´sentation finie. Malheureusement, on n’a semble-t-
il, aucun exemple - ou contre-exemple - de cette proprie´te´ dans le cas
supersingulier.
La de´monstration du the´ore`me principal repose sur un the´ore`me
technique dans la cate´gorie Mo(B) ou` B est le sous-groupe triangu-
laire supe´rieur de G.
Pour e´noncer le the´ore`me technique, introduisons des notations
supple´mentaires. Notons B = TU la de´composition de Levi usuelle,
B0 = T0U0 le sous-groupe ouvert compact des points OF -entiers,
t :=
(
pF 0
0 1
)
, le monoide
B+ := B0Zt
N = ∪n∈N B0Zt
n ,
(B+)−1 son inverse. On identifie naturellement U(q) := U(OF /pFOF )
a` un syste`me de repre´sentants de U0/tU0t
−1. On dira queD ∈ Mo((B
+)−1)
est e´tale si l’application
d 7→ ((ut)−1d)u∈U(q) : D → ⊕u∈U(q)D
est bijective. La cate´gorie Meto ((B
+)−1) des o-repre´sentations lisses
e´tales de (B+)−1 est abe´lienne.
Soit V ∈ Mo(B) admettant une pre´sentation finie (relative a`
B0Z). On choisit, comme on le peut, une suite exacte dansM
tf
o (B),
0→ RV (V0)→ ind
B
B0Z(V0)→ V → 0 ,
avec V0 ⊂ V |B0Z . Soit
0 → V ′ → V → V ′′ → 0
3une suite exacte dans Mo(B) de repre´sentations de pre´sentations
finies. On choisit, comme on le peut, des V ′0 , V0, V
′′
0 comme ci-dessus
dans les restrictions a` B0Z de V
′, V, V ′′ formant une suite exacte
0 → V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0
dans Mtfo (B0Z) et induisant des pre´sentations finies de V
′, V, V ′′.
The´ore`me 2. Modulo Mfto (B0Z),
a) < B+V0 > ne de´pend pas du choix de V0,
b) ∆V (V0) := < B
+V0 > ∩ < (B −B
+)V0 > ≡ 0,
c)
DV (V0) :=
< B+V0 >
∆V (V0)
∈ Meto ((B
+)−1) ,
d) 0 → < B+V ′0 > → < B
+V0 > → < B
+V ′′0 > → 0 est une
suite exacte,
e) si V se prolonge en une repre´sentation admissible de G, alors
< B+V0 >
U0 ≡ 0.
On a note´ < B+V0 > et < (B−B
+)V0 > les o-modules engendre´s
par B+V0 et < (B −B
+)V0 >.
Lorsque V se prolonge en une repre´sentation admissible de G,
les proprie´te´s a), . . . , e) sont vraies modulo la cate´gorie Mfo des o-
modules finis.
Lorsque V ∈ Mo−tor(B), l’image de DV (V0) par la dualite´ de Pon-
tryagin M 7→ M∗ := Homo(M,L/o) est un module sur la o-alge`bre
d’Iwasawa Λo(U0) de U0 muni d’une action semi-line´aire de T0t
NZ.
La dualite´ de Pontryagin induit une e´quivalence entre la cate´gorie
Mtf (Λo(U0)) des Λo(U0)-modules de type fini et la cate´gorie des
M ∈ Mo−tor(U0) tels que M
U0,pL=0 est fini (lemme de Nakayama
topologique).
La me´thode pour passer du the´ore`me technique a` la partie 2) du
the´ore`me 1 n’est pas nouvelle. Soit OE l’anneau de Fontaine e´gal a`
la comple´tion p-adique du localise´ de Λo(U(Zp)) aux e´le´ments non
divisibles par p. Lorsque F est de caracte´ristique 0, la trace tr : OF →
Zp permet par produit tensoriel avec OE ⊗Λ0 − de passer des Λ0-
modules aux OE -modules. Le produit tensoriel tue M
f
o (B0Z), aussi
par le the´ore`me technique 2, on obtient un foncteur contravariant de
Mapfo−tor(G) vers la cate´gorie des (ϕ, Γ )-modules e´tales de type fini
sur OE . Cette dernie`re est e´quivalente a` M
f
o (GalQp) par Fontaine.
Nous n’obtenons pas des repre´sentations de GalF mais de GalQp .
La repre´sentation galoisienne obtenue de GalQp devrait eˆtre lie´e a`
4une repre´sentation de GalF . peut-eˆtre par une induction tensorielle
comme le sugge`re Breuil [1].
Les parties a) a` d) du the´ore`me technique, e´tendant a` F des con-
structions de P. Colmez, datent de 2006 et avaient e´te´ expose´es dans
un cours de M2 de l’universite´ de Paris 7, et un colloque a` Luminy.
La partie e), lie´e a` un proble`me ouvert dans mes travaux avec P.
Schneider pour des groupes de rang supe´rieur de´finis sur Qp, est
obtenue graˆce aux travaux et me´thodes de´veloppe´es par Y.Hu qui a
e´tudie´ de fac¸on approfondie le cas ou` V et V0 sont des repre´sentations
irre´ductibles de G et de KZ avec un caracte`re central.
Je remercie vivement Pierre Colmez, Peter Schneider et Yongquan
Hu de leurs explications et des discussions que nous avons eues en-
semble. Je remercie aussi les organisateurs du colloque de Berlin en
me´moire de Martin Grabitz en septembre 2009, de m’avoir permis
d’y exposer ces re´sutats.
2. Repre´sentations lisses de pre´sentation finie
Soit o un anneau commutatif, B un groupe localement profini, B0
un sous-groupe ouvert de B. On s’inte´resse a` la cate´gorie Mo(B)
des repre´sentations lisses du groupe B sur des o-modules. La lissite´
signifie que chaque vecteur est fixe par un sous-groupe ouvert de B.
On note
indBB0 :Mo(B0)→Mo(B)
le foncteur adjoint a` gauche de la restriction de B a` B0, appele´ aussi
l’induction compacte de B0 a` B. C’est un foncteur exact. Soit V0 ∈
Mo(B0). On note [1, V0] le sous-espace de ind
B
B0(V0) forme´ par les
fonctions de support B0 et on note [1, v0] celle de valeur v0 ∈ V0 en
1. Soit V ∈ Mo(B) un quotient de ind
B
B0(V0). On dit que
indBB0(V0)→ V
est une pre´sentation de V . On dit que la pre´sentation est finie si
V0 ∈ Mo(B0) et le noyau RV (V0) ∈ Mo(B) de la pre´sentation sont
des repre´sentations de type fini.
Lemme 1. Une repre´sentation V ∈ Mo(B) est de type fini si et
seulement s’il existe V0 ∈ Mo(B0) de type fini avec V0 ⊂ V |B0 en-
gendrant V .
Preuve. Si V est de type fini, engendre´ par une partie finie X ⊂ V ,
alors la sous-repre´sentation V0 de V |B0 engendre´e par X engendre
V , et l’application naturelle B-e´quivariante indBB0(V0) → V est une
pre´sentation de V . L’inverse est clair.
5Un morphisme de pre´sentations d’une pre´sentation indBB0(V0) →
V vers une pre´sentation indBB0(V
′
0) → V , est une application B-
e´quivariante
f : indBB0(V0)→ ind
B
B0(V
′
0)
tel que le triangle forme´ avec V soit commutatif. On note que
f(RV (V0)) ⊂ RV (V
′
0)
avec e´galite´ si f est surjective.
Lemme 2. Soit f : indBB0(V0) → ind
B
B0(V
′
0) un morphisme surjectif
entre deux pre´sentations de V . Si le noyau RV (V0) ∈ Mo(B) de la
pre´sentation indBB0(V0) → V est de type fini, il en est de meˆme du
noyau RV (V
′
0) ∈ Mo(B) de la seconde. La re´ciproque est vraie si le
noyau de f est de type fini.
Preuve. Evident.
Une partie X de V est appele´e ge´ne´ratrice si elle engendre le
o[B]-module V . Pour W une partie de V et X une partie de B, on
note < XW > le sous-espace de V engendre´ par les xw pour tout
x ∈ X,w ∈W . Toute partie ge´ne´ratrice X de V de´finit naturellement
une pre´sentation
indBB0(< B0X >)→ V
de V .
Proposition 1. Si la pre´sentation indBB0(V0) → V de V est finie,
si W0 est un o[B0]-sous-module de type fini de ind
B
B0(V0) contenant
[1, V0], et si W
′
0 est l’image de W0 dans V , alors la pre´sentation
indBB0(W
′
0)→ V est aussi finie.
Preuve. a) Le cas W0 = [1, V0].
Soit f0 la restriction a` [1, V0] de la pre´sentation ind
B
B0(V0) → V .
Il est clair que V ′0 = f0(V0) ∈ Mo(B0) est de type fini et ge´ne´ratrice
de V , et que
indBB0(f0) : ind
B
B0(V0)→ ind
B
B0(V
′
0)
est un morphisme surjectif de pre´sentations de V . Par le lemme 2, le
noyau de la seconde pre´sentation est de type fini.
b) Le cas ge´ne´ral.
Soit f0 la restriction a` W0 de la pre´sentation ind
B
B0(V0)→ V , et
indBB0(W0)→ V
la pre´sentation de V de restriction f0 a` [1,W0] ≃ W0. L’application
B-e´quivariante
φ : indBB0(W0)→ ind
B
B0(V0)
6de´finie par φ([1, w0]) = w0 pour tout w0 ∈ W0 est un morphisme
surjectif de´ploye´ de pre´sentations de V , car l’inclusion j0 : [1, V0] ⊂
W0 induit un morphisme
indBB0(j0) : ind
B
B0(V0)→ ind
B
B0(W0)
de pre´sentations de V ve´rifiant
φ ◦ indBB0(j0) = id .
(c’est e´vident car il suffit de le ve´rifier sur [1, V0]). Donc le noyau de
φ est isomorphe au o[B]-module de type fini indBB0(W0/[1, V0]). On
de´duit du lemme 2 que la pre´sentation indBB0(W0)→ V est finie. Par
le cas a), la pre´sentation indBB0(W
′
0)→ V est aussi finie.
Corollaire 1. Soit V ∈ Mo(B) de pre´sentation finie et soit X une
partie finie de V . Alors il existe une pre´sentation finie indBB0(V0)→
V avec V0 ⊂ V |B0 contenant X.
Preuve. On choisit une pre´sentation finie indBB0(V0) → V de V puis
un o[B0]-sous-module de type fini de ind
B
B0(V0) contenant [1, V0],
tel que l’image W ′0 de W0 dans V contienne X. La pre´sentation
indBB0(W
′
0)→ V convient.
Corollaire 2. Soit V ∈ Mo(B) admettant deux pre´sentations finies
indBB0(V
′
0) → V et ind
B
B0(V
′′
0 ) → V . Alors il existe une pre´sentation
finie indBB0(V0) → V de V avec V0 ⊂ V |B0 , et des morphismes de
pre´sentation
indBB0(V
′
0)→ ind
B
B0(V0) , ind
B
B0(V
′′
0 )→ ind
B
B0(V0)
de V .
Preuve. Par le corollaire 1, il existe un o[B0]-sous-module V0 ge´ne´rateur
de V contenant les images de V ′0 et de V
′′
0 dans V , tel que la pre´sentation
indBB0(V0) → V de V soit finie. Les applications f
′
0 : V
′
0 → V0 et
f ′′0 : V
′′
0 → V0 induisent des morphismes de pre´sentations
indBB0(V
′
0)→ ind
B
B0(V0) , ind
B
B0(V
′′
0 )→ ind
B
B0(V0)
de V .
Proposition 2. On suppose que la cate´gorie Mo(B0) est noetheri-
enne. Soit
0→ V ′ → V → V ′′ → 0
une suite exacte dans Mo(B).
7a) Si V ′, V ′′ sont de pre´sentation finie, alors il existe des o[B0]-
sous-modules V ′0 , V0, V
′′
0 ge´ne´rateurs de V
′, V, V ′′, formant une suite
exacte
0→ V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0 ,
tels que les pre´sentations associe´es de V ′, V, V ′′ soient finies.
b) Si V ′ est de type fini et si V est de pre´sentation finie, alors V ′′
est de pre´sentation finie.
Preuve. Pre´liminaires. On identifie V ′ a` une sous-repre´sentation de
V . Soit W ′′0 une sous-repre´sentation de V |B0 d’image V
′′
0 dans V
′′|B0
ge´ne´ratrice de V ′′, et soit V ′0 ∈ Mo(B0) contenue dans V
′|B0 ge´ne´ratrice
de V ′ et contenant W ′′0 ∩ V
′. Alors la sous-repre´sentation V0 :=
V ′0 +W
′′
0 de V |B0 engendre V , et l’on a la suite exacte dansMo(B0),
0→ V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0 .
Son image par indBB0 est la suite exacte dans Mo(B),
0→ indBB0(V
′
0)→ ind
B
B0(V0)→ ind
B
B0(V
′′
0 )→ 0
d’image par les morphismes de pre´sentation correspondants, la suite
exacte
0→ V ′ → V → V ′′ → 0 .
Les noyaux des morphismes de pre´sentation forment une suite exacte
dans Mo(B),
0→ RV ′(V
′
0)→ RV (V0)→ RV ′′(V
′′
0 )→ 0 .
Montrons la proprie´te´ a). Si V ′, V ′′ ∈ Mo(B) sont de type fini,
on peut choisir V ′′0 ,W
′′
0 ∈ Mo(B0) de type fini; comme la cate´gorie
Mo(B0) est noetherienne, W
′′
0 ∩ V
′ est de type fini. On peut choisir
V ′0 ∈ Mo(B0) de type fini, donc V0 ∈ Mo(B0) de type fini. Si V
′, V ′′ ∈
Mo(B) sont de pre´sentation finie, on peut de plus choisir V
′
0 , V
′′
0 tels
que RV ′(V
′
0), RV ′′(V
′′
0 ) ∈ Mo(B) sont de type fini par le corollaire 1;
il en est de meˆme de RV (V0).
Montrons la proprie´te´ b). On choisit par la proposition 1 une
pre´sentation finie indBB0(V0) → V de V telle que V0 ⊂ V |B0 con-
tient l’image d’un syste`me fini de ge´ne´rateurs de V ′. On de´finit V ′′0
comme l’image de V0 dans V
′′. Le noyau V ′0 ∈ Mo(B0) de la surjec-
tion V0 → V
′′
0 est contenu dans V
′|B0 et engendre V
′. On est dans la
situation des pre´liminaires. Comme RV (V0) est de type fini, il en est
de meˆme de RV ′′(V
′′
0 ).
La cate´gorie Mo(B0) est noetherienne si et seulement si la cate´gorie
Mtfo (B0) des repre´sentations de type fini dansMo(B0) est une sous-
cate´gorie de Serre : ferme´e par sous-objets, quotients et extensions,
i.e. pour toute suite exacte dans Mo(B0),
0→ V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0
V ′0 et V
′′
0 sont de type fini si et seulement si V0 est de type fini.
8De´finition 1. Lorsque la cate´gorie Mo(B0) est noetherienne, deux
repre´sentations de Mo(B0) isomorphes dans la cate´gorie quotient
Mo(B0)/M
tf
o (B0) .
seront dites isomorphes modulo Mtfo (B0). Un suite V1 → V2 → V3
dans Mo(B0) telle que l’image du premier morphisme est isomorphe
au noyau du second morphisme modulo Mtfo (B0), sera dite exacte
modulo Mtfo (B0).
De´finition 2. On dit que V ∈ Mo(B) est admissible si V
H est un
o-module de type fini pour tout sous-groupe ouvert compact H de B.
Lemme 3. Soit o′ un anneau commutatif contenant o et libre comme
o-module, et soient V ∈ Mo(B) et Vo′ := o
′ ⊗o V ∈ Mo′(B). Alors
V est admissible (resp. de pre´sentation finie), si et seulement si Vo′
est admissible (resp. de pre´sentation finie).
Preuve. Soit (ei)i∈I une base de o
′/o. On a
Vo′ = ⊕i∈I (ei ⊗ V ) .
Pour un sous-groupe ouvert H de B on a V Ho′ = ⊕i∈I (ei ⊗ V
H).
Donc, V ′ admissible est e´quivalent a` V admissible.
Soit V0 ∈ Mo(B0) contenu dans V |B0 ge´ne´ratrice de V , et RV (V0)
le noyau de la pre´sentation associe´e indBB0 V0 → V .
Alors V ′0 := o
′⊗oV0 est une sous-repre´sentation de V
′|B0 ge´ne´ratrice
de V ′. Soit RV ′(V
′
0) le noyau de la pre´sentation associe´e de V
′. On a
V ′0 = ⊕i∈I ei ⊗ V0 , RV ′(V
′
0) = o
′ ⊗o RV (V0) .
Donc la pre´sentation de V ′ associe´e a` V ′0 est finie, si et seulement si
la pre´sentation de V associe´e a` V0 est finie.
De´finition 3. Soit Z un sous-groupe ferme´ du centre de B. On dit
que V ∈ Mo(B) est Z-localement finie si la sous-repre´sentation de Z
engendre´e par v dans V |Z est de type fini pour tout e´le´ment v ∈ V .
C’est une proprie´te´ un peu plus ge´ne´rale que d’avoir un caracte`re
central. Une repre´sentation admissible V ∈ Mo(B) est Z-localement
finie. LorsqueB0 est un sous-groupe ouvert compact deB, une repre´sentation
Z-localement finie V0 ∈ M
tf
o (B0Z) est un o-module de type fini.
On note Mo−tor la cate´gorie des o-modules de torsion.
Lemme 4. On suppose que o est un anneau de valuation discrete,
d’uniformisante po.
1) Soit V ∈ Mo(B) tel que p
n
oV = 0 pour n ∈ N (en particulier
une repre´sentation V ∈ Mtfo−tor(B)). Alors, V
po=0 est admissible si
et seulement si V est admissible.
92) Soit V0 ∈ M
tf
o−tor(B0Z) repre´sentation Z-localement finie. Lorsque
B0 est un sous-groupe ouvert compact de B, alors V0 est fini et il ex-
iste un anneau de valuation discre`te o′, libre de rang fini sur o, tel que
les sous-quotients irre´ductibles de V0,o′ sont absolument irre´ductibles
(en particulier Z agit par un caracte`re).
Preuve. 1) Si V est admissible, alors V po=0 est admissible car l’anneau
o est noetherien.
Si V po=0 est admissible, alors la sous-repre´sentation V ′ := V p
2
o=0
est admissible car poV
′ contenue dans V po=0 est admissible, la mul-
tiplication par po induit une suite exacte
0→ V po=0 → V ′ → poV
′ → 0 ,
et l’admissibilite´ est stable par extensions. En continuant cet argu-
ment on montre que V p
i
o=0 est admissible pour tout entier i ≥ 1,
donc V est admissible si pnoV = 0.
2) Evident. Un quotient fini de B0 agit sur V0.
Remarque 1. Soit V ∈ Mtfo−tor(B) une repre´sentation Z-localement
finie. La partie 2) du lemme 4 permet souvent de ramener une ques-
tion sur V , insensible aux extensions et a` l’extension des scalaires,
au cas ou` V est un quotient de indBB0Z(V0) avec V0 ∈ M
tf
o−tor(B0Z)
absolument irre´ductible ou` Z agit par un caracte`re.
En effet, on choisit V0 ∈ M
tf
o−tor(B0Z) contenue dans V |B0Z et
ge´ne´ratrice. Puis o′ libre de rang fini sur o tel que V0,o′ admette
une suite de Jordan-Ho¨lder de quotients abolument irre´ductiblesW
(i)
o
pour 1 ≤ i ≤ n. Prenons l’image d’une telle suite par indBB0Z qui
est un foncteur exact, puis prenons l’image dans Vo′ de la filtration
obtenue de indB0Z(V0,o′) par l’application surjective canonique. On
obtient ainsi une filtration finie de Vo′ dont les quotients sont des
quotients de indBB0Z(W
(i)
o ) pour 1 ≤ i ≤ n.
3. Repre´sentations des monoides B+ et (B+)−1
3.1. Les de´finitions
Soit G := GL(2, F ) ou` F est un corps local non archime´dien de
caracte´ristique re´siduelle p. L’anneau des entiers OF de F est local,
d’ide´al maximal engendre´ par pF , et de corps re´siduel Fq fini de
cardinal q.
On conside`re les sous-groupes ferme´s suivants de G : le centre Z
forme´ par les matrices x id2 pour x ∈ F
∗, le sous-groupe triangulaire
10
supe´rieur B = B(F ), le sous-groupe diagonal T = T (F ), le radical
unipotent U = U(F ) deB, les groupes compacts U0 := U(OF ) , T0 :=
T (OF ) et B0 := U0T0 = B(OF ). On pose
t :=
(
pF 0
0 1
)
.
On conside`re le monoide T+ := T0Zt
N, le monoide B+ := U0T
+ =
B0Zt
N = B0Zt
NB0, et (B
+)−1 le monoide inverse de B+ forme´ des
b−1 pour b ∈ B+.
Lemme 5. Si b−1 ∈ B+ alors b(B −B+) ⊂ (B −B+).
Preuve. Evident.
Soit V ∈ Mo(B) et V0 ∈ Mo(B0Z) contenu dans V |B0Z et ge´ne´rateur
de V . On note RV (V0) le noyau de la pre´sentation ind
B
B0Z(V0)→ V .
De´finition 4. On note
∆V (V0) :=< B
+V0 > ∩ < (B −B
+)V0 > .
Le premier terme du membre de droite est stable par B+ et le
second terme est stable par (B+)−1 par le lemme 11. Leur intersection
∆V (V0) est stable par B0Z = B
+ ∩ (B+)−1. Elle est nulle si V =
indBB0Z(V0) (on identifie V0 et [1, V0]). On a
V =< B+V0 > + < (B −B
+)V0 > .
De´finition 5. On note
DV (V0) :=
< B+V0 >
∆V (V0)
muni de son action de (B+)−1 provenant des isomorphismes.
DV (V0) ≃
V
< (B −B+)V0 >
≃
indBB0Z(V0)
RV (V0) + (B −B+)[1, V0]
.
Le caracte`re de Teichmu¨ller permet d’identifier U(q) := U(Fq) a`
un syste`me de repre´sentants dans U0 de U0/tU0t
−1 = U0/U(pFOF ).
De´finition 6. On dit qu’une repre´sentation D ∈ Mo((B
+)−1) est
e´tale si l’application
d 7→ ((ut)−1d)u∈U(q) : D → ⊕u∈U(q)D (1)
est bijective.
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Cette de´finition est duale de la de´finition usuelle d’une repre´sentation
e´tale D ∈ Mo(B
+) : l’application
(du)u∈U(q) 7→
∑
u
utdu : ⊕u∈U(q)D → D
est bijective.
Lemme 6. La cate´gorieMeto ((B
+)−1) des repre´sentations e´tales D ∈
Mo((B
+)−1) est abe´lienne.
Preuve. Soit f : D1 → D2 un morphisme dans M
et
o ((B
+)−1) des
repre´sentations e´tales. Il est clair que le noyau et l’image de f sont
e´tales.
Lemme 7. Lorsque l’anneau commutatif o est noetherien, la cate´gorie
Mo(B0Z) est noetherienne.
Preuve. On a B0Z = B0(pF id2)
Z et la compacite´ de B0 implique
qu’une repre´sentation V ∈ Mo(B0Z) est de type fini si et seulement
si sa restriction au sous-groupe (pF id2)
Z est de type fini. La cate´gorie
Mo((pF id2)
Z) s’identifie a` la cate´gorie des modules de l’anneau de
polynoˆmes o[Z] qui est noetherien car o est noetherien. Donc la
cate´gorie M
(
oB0Z) est noetherienne.
3.2. Les proprie´te´s de DV (V0) modulo un o[B0Z]-module de type fini
Dore´navant, o est un anneau noetherien. Soit Mtfo (B0Z) la sous-
cate´gorie de Serre des repre´sentations de type fini dans Mo(B0Z).
Nous allons montrer l’existence, a` une “petite erreur” pre`s, i.e. mod-
ulo Mtfo (B0Z), d’un foncteur exact contravariant
V 7→ DV (V0) ≡< B
+V0 >
des repre´sentations V ∈ Mo(B) de pre´sentation finie versM
et
o ((B
+)−1).
The´ore`me 3. On suppose o noetherien. Soit V ∈ Mo(B) de pre´sentation
finie indBB0Z(V0)→ V avec V0 ⊂ V |B0Z . Alors modulo M
tf
o (B0Z),
a) ∆V (V0) ≡ 0 ,
b) La repre´sentation DV (V0) ∈ Mo((B
+)−1) est e´tale et ne de´pend
pas du choix de V0.
c) Une suite exacte de repre´sentations de pre´sentation finie dans
Mo(B),
0→ V ′ → V → V ′′ → 0
et (V ′0 , V0, V
′′
0 ) comme dans la proposition 2, induisent une suite ex-
acte dans Mo((B
+)−1) modulo Mtfo (B0Z),
0→ DV ′(V
′
0)→ DV (V0)→ DV ′′(V
′′
0 )→ 0 .
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Le reste de ce chapitre est consacre´ a` la de´monstration.
Nous de´crivons la repre´sentation ∆V (V0) de B0Z, comme un quo-
tient de sous-espaces de indBB0Z(V0). Pour cela, on conside`re la pro-
jection S−V (V0) de RV (V0) dans < (B −B
+)[1, V0] >
RV (V0)+ < B
+[1, V0] >= S
−
V (V0)⊕ < B
+[1, V0] > , (2)
l’intersection R+V (V0) := RV (V0) ∩ < B
+[1, V0] >, ainsi que la
projection S+V (V0) de RV (V0) dans < B
+[1, V0] > et l’intersection
R−V (V0) := RV (V0) ∩ < (B −B
+)[1, V0] > .
Lemme 8. On a les suites exactes naturelles
0→ RεV (V0)→ S
ε
V (V0)→ ∆V (V0)→ 0
avec ε = + ou ε = −.
Preuve. Il est clair que l’image de SεV (V0) par l’application canonique
est contenue dans ∆V (V0). Inversement, soit x ∈ ∆V (V0). On choisit
y ∈ B+[1, V0] et z ∈ (B−B
+)[1, V0] d’image x. On a y− z ∈ RV (V0).
On en de´duit que y ∈ S+V (V0) et z ∈ S
−
V (V0).
Proposition 3. Soient V ∈ Mo(B) et V0, V
′
0 ∈ Mo(B0Z) contenues
dans V |B0Z et ge´ne´ratrices de V .
a) Si V0 et V
′
0 sont de type fini, alors < B
+V0 > et < B
+V ′0 >
sont isomorphes modulo Mtfo (B0Z).
b) Si RV (V0) est de type fini, alors ∆V (V0) ∈ M
tf
o (B0Z).
Preuve. a) Nous allons montrer qu’il existe M ∈ Mtfo (B0Z) contenu
dans V |B0Z tel que
< B+V0 > +M = < B
+V ′0 > +M .
a1) Comme V0 ∈ M
tf
o (B0Z), il existe une partie finie (Y,X
′
0) de
(B,V ′0) telle que < YX
′
0 > contienne une partie ge´ne´ratrice finie X0
de V0. Il existe n ∈ N tel que t
nY ⊂ B+. On a donc
< B+tnV0 > = < B
+tnB0ZX0 > = < B
+tnX0 > ⊂ < B
+V ′0 > .
L’ensemble B+−B+tn est l’union finie disjointe des ensembles B0Zt
i
pour 0 ≤ i ≤ n− 1. On a
< B+V0 > = < B
+tnV0 > + M1 , M1 :=
n−1∑
i=0
< B0Zt
iV0 > .
Clairement M1 ∈ M
tf
o (B0Z) est contenu dans V |B0Z et
< B+V0 > ⊂ < B
+V ′0 > + M1 .
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a2) Comme V ′0 ∈ M
tf
o (B0Z), par syme´trie en V0, V
′
0 , on a aussi
< B+V ′0 > ⊂ < B
+V0 > +M2
ou` M2 ∈ M
tf
o (B0Z) est contenu dans V |B0Z .
On prend M :=M1 +M2.
b) On choisit une partie finie (Y,X0) de (B,V0) telle que< Y [1,X0] >
contienne une partie ge´ne´ratrice finie X de RV (V0).
Soit B1 l’ensemble des b ∈ B tels que bY ⊂ B
+. Pour tout b ∈ B1
nous avons bX ⊂ R+(V0).
Soit B2 l’ensemble des b ∈ B tels que bY ⊂ (B − B
+). Pour tout
b ∈ B2 la projection de bX dans B
+[1, V0] est nulle.
Pour tout y, z ∈ Y soit By,z l’ensemble des b ∈ B tels que
by ⊂ B+ , bz ⊂ (B −B+) .
Le comple´mentaire B3 de B1 ∪ B2 dans B est l’union finie des By,z
pour tout y, z ∈ Y .
Pour b ∈ B, notons ub ∈ U et tb les composantes de b dans la
de´composition B = UT . Soit b ∈ B appartenant a` By,z, i.e. ub, tb
satisfont les 3 conditions:
1) tbty ∈ T
+ ,
2) ubtbuyt
−1
b ∈ U0 ,
3) tbtz ∈ T
+ implique ubtbuzt
−1
b /∈ U0 .
Pour y ∈ Y notons ny ∈ Z l’entier tel que T
+t−1y = T
+tny . Choisis-
sons un entier nY ∈ Z tel que
a) tnY ty ∈ T
+ pour tout y ∈ Y ,
b) tnY uyt
−nY ∈ U0 pour tout y ∈ Y .
On ne peut pas avoir tb ∈ T
+tnY , car pour tb ∈ T
+tnY les condi-
tions 2) et 3) sont
ub ∈ U0 , tbtz /∈T
+ ,
ce qui est incompatible. Par la condition 1), on a
tb ∈ T
+tny − T+tnY = ∪nY −1i=ny T0Zt
i .
Donc
Ay := {tbuyt
−1
b | t ∈ T
+tn
′
Y − T+tnY }
est compact, et
By := {ub ∈ U | ubAy ⊂ U0}
est compact et contient U0. Comme U est ouvert dans U , il existe un
ensemble fini V dans U tel que
By,z ⊂ ∪
nY −1
i=n′
Y
B0V Zt
i ⊂ B0ZC,
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ou` n′Y = infy∈Y n
′
y et C est fini. Comme l’action est lisse, X
′ :=
C[1,X0] est fini. On en de´duit que
S+V (V0) ⊂ R
+
V (V0) + < B0ZX
′ > . (3)
Par le lemme 8, on de´duit ∆V (V0) ⊂ < B0ZX
′ > est de type fini
dans Mo(B0Z).
Proposition 4. Soit f : V ′ → V un morphisme dans Mo(B), soit
V ′0 ∈ Mo(B0Z) contenue dans V
′|B0Z de type fini et ge´ne´ratrice de
V ′, et soit indBB0Z(V0) → V une pre´sentation finie de V avec V0 ⊂
V |B0Z . Alors
f(< B+V ′0 >) , (f(V
′) ∩ < B+V0 >)
sont isomorphes modulo Mtfo (B0Z).
Preuve. a) Il existe V0 comme dans le´nonce´ contentant f(V
′
0) par le
corollaire ??. Par la proposition 3 a), on peut se ramener a` ce cas.
Supposons donc f(V ′0) ⊂ V0. Alors
f(< B+V ′0 >) ⊂ (f(V
′) ∩ < B+V0 >) .
Le terme de droite est e´gal a`
< B+f(V ′0) > + (< (B −B
+)f(V ′0) > ∩ < B
+V0 >) .
Il est contenu dans < B+f(V ′0) > + ∆V (V0). On a donc
f(< B+V ′0 >) + ∆V (V0) = (f(V
′)∩ < B+V0 >) + ∆V (V0) .
Par la proposition 3 b), ∆V (V0) ∈M
tf
o (B0Z).
Corollaire 3. Soient 0 → V ′ → V → V ′′ → 0 une suite exacte
dans Mo(B) telle V
′ soit de type fini et V de pre´sentation finie. Soit
indBB0Z(V0) → V une pre´sentation finie de V avec V0 ⊂ V |B0Z telle
que dans la suite exacte induite dans Mo(B0Z)
0→ V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0
V ′0 engendre V
′. Alors la suite
0 → < B+V ′0 > → < B
+V0 > → < B
+V ′′0 > → 0
est exacte, modulo Mtfo (B0Z).
Preuve. Par la preuve de la proposition 2, V0 existe bien. Notons f
l’application de V ′ dans V . On voit facilement que la dernie`re suite
est exacte si et seulement si
(< B+V0 > ∩ f(V
′)) ⊂ f(< B+V ′0 >).
On applique la proposition 4.
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Lemme 9. Soit V ∈ Mo(B) de presentation finie ind
B
B0Z(V0) → V
avec V0 ⊂ V |B0Z. Alors l’application:
d 7→ ((ut)−1d)u∈U(q) : DV (V0) → ⊕u∈U(q)DV (V0)
est surjective, et son noyau appartient a` Mtfo (B0Z).
Preuve. Posons C := RV (V0) + (B − B
+)[1, V0] pour simplifier la
notation. Alors DV (V0) est le quotient de indB0Z(V0) par C et le
noyau de l’application du lemme est
∩u∈U(q) utC
C
.
Calculons utC. Par (2)
utC = RV (V0)+(B−utB
+)[1, V0] = utS
+
V (V0)⊕(B−utB
+)[1, V0] .
En de´veloppant le membre de droite en utilisant l’union disjointe
B+t = ∪u∈U(q)utB
+ ,
on obtient
utC = (B−B+t)[1, V0]⊕utS
+
V (V0)⊕u′ /=u,u′∈U(q) u
′tB+[1, V0] , (4)
∩u∈U(q) utC = (B −B
+t)[1, V0]⊕u∈U(q) utS
+
V (V0) .
Comme RV (V0) ∈ Mo(B) est de type fini, on la relation (3). Il existe
une partie finie X ′ de B[1, V0] telle que utS
+
V (V0) est contenu dans
R+V (V0)+ < B0ZtX
′ > .
Ceci ne de´pend pas du choix de u ∈ U(q) et
∩u∈U(q) utC ⊂ (B −B
+t)[1, V0] +R
+
V (V0) + < B0ZtX
′ > .
Comme B+ −B+t = B0Z,
∩u∈U(q) utC ⊂ C + [1, V0]+ < B0ZtX
′ > ≡ C
moduloMtfo (B0Z). Donc le noyau de l’application du lemme appar-
tient a` Mtfo (B0Z).
Montrons maintenant que l’application est surjective. Soit (fu)u∈U(q)
des e´le´ments de indB0Z(V0). On cherche un e´le´ment f ∈ indB0Z(V0)
tel que (ut)−1f + C = fu + C pour tout u ∈ U(q).
Soit φu ∈ utB
+[1, V0] la composante de utfu, telle que
utfu + (B − utB
+)[1, V0] = φu ⊕ (B − utB
+)[1, V0] .
Par (4) on a
utfu + utC = (φu + utS
+(V0)) ⊕ (B − utB
+)[1, V0] ,
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∩u∈U(q) (utfu + utC) = (B −B
+t)[1, V0]⊕u∈U(q) (φu + utS
+(V0)) .
L’intersection n’est pas vide. Soit f dans l’intersection, par exemple
f =
∑
u∈U(q) φu. Pour tout u ∈ U(q), on a f + utC = utfu + utC,
donc (ut)−1f +C = fu + C. Donc l’application est surjective.
4. (ϕ, Γ )-modules
Notations comme dans le chapitre pre´ce´dent. On suppose de plus que
o est l’anneau des entiers d’une extension finie L deQp d’uniformisante
pL et de corps re´siduel k. On note
Λo(U0) := o[[U0]] ,
la o-alge`bre de groupe comple´te´e de U0 ≃ OF , et Ms(Λo(U0)) la
cate´gorie des Λo(U0)-modules topologiques profinis. La dualite´ de
Pontryagin
M 7→M∗ := Homconto (M,L/o)
est une e´quivalence de cate´gories entre Mo−tor(U0) et M(Λo(U0))
telle queM∗∗ =M . La dualite´ de Pontryagin est un outil extreˆmement
utile. Nous en voyons tout de suite des exemples.
Proposition 5. La cate´gorieMtf (Λo(U0)) des Λo(U0)-modules topologiques
de type fini est e´quivalente par la dualite´ de Pontryagin a` la sous-
cate´gorie des M ∈ Mo−tor(U0) tels que
MU0,pL=0 est fini .
Preuve. Par le lemme de Nakayama topologique, M∗ est un Λo(U0)-
module de type fini si et seulement sa re´duction modulo l’ide´al max-
imal de Λo(U0) est finie si et seulement si M
U0,pL=0 est fini.
Proposition 6. Soit V ∈ Mo−tor(B) une repre´sentation Z-localement
finie et de pre´sentation indBB0Z(V0)→ V finie avec V0 ⊂ V |B0Z . Si V
est engendre´ par un sous-module B+-stable M tel que MU0,pL=0 est
fini, alors DV (V0)
∗ est un Λ(U0)-module de type fini.
Preuve. Il existe n ∈ N tel que tnV0 ⊂ M . La repre´sentation V
′
0 ∈
Mo−tor(B0Z) engendre´e par t
nV0 dans V |B0Z est finie, contenue dans
M , et engendre V . L’espace < B+V ′0 >
U0,pL=0 est fini car contenu
dans MU0,pL=0 qui est fini par hypothe`se. Par la proposition 3, les
espaces < B+V ′0 >
U0,pL=0 et DV (V0)
U0,pL=0 sont simultane´ment finis
ou infinis. Par la proposition 5, DV (V0)
U0,pL=0 est fini si et seulement
si DV (V0)
∗ est un Λ(U0)-module de type fini.
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L’anneau de Fontaine OE est la comple´tion p-adique du localise´
de
Λo := Λo(U(Zp)) .
par rapport au comple´mentaire de pLΛo, et Λo se plonge naturelle-
ment dans OE .
Supposons que F est une extension finie de Qp. Alors la trace de
OF a` Zp induit un morphisme de o-alge`bres locales
Λo(U0) → Λo → OE .
Le produit tensoriel OE⊗Λo(U0)− va tuer le dual de Pontryagin d’une
repre´sentation Z-localement finie dans Mtfo−tor(B0Z), car:
Lemme 10. Si M est un Λo(U0)-module fini, alors OE ⊗Λo(U0)M est
nul.
Preuve. Le o[[U(Zp)]]-module N := o[[U(Zp)]]⊗Λo(U0) M est fini et
OE ⊗Λo(U0) M = OE ⊗o[[Zp]] N = 0 .
L’action de T+(Qp) sur U(Zp) induit une action de T
+(Qp) sur Λ
et sur OE . On note T
∗ le sous-monoide de T+ forme´ par les e´le´ments
de coefficient 1 en bas a` droite.
De´finition 7. Un (ϕ, Γ )-module sur OE est un OE -module D muni
d’une action semi-line´aire de T ∗(Qp). Les actions de(
p 0
0 1
)
,
(
Zp
∗ 0
0 1
)
qui engendrent le monoide T ∗(Qp), sont note´es ϕ et Γ . Un (ϕ, Γ )-
module est dit e´tale si ϕ est e´tale.
Soit V ∈ Mo−tor(G) de pre´sentation ind
B
B0Z(V0) → V avec V0 ⊂
V |B0Z . Le dual de Pontryagin DV (V0)
∗ de DV (V0) est un Λ(U0)-
module muni d’une action semi-line´aire continue de T+ = T+(F ).
Par restriction a` T ∗(Qp), les modules
Λ⊗Λ(U0) DV (V0)
∗ , OE ⊗Λ(U0) DV (V0)
∗
sont des (ϕ, Γ )-modules sur Λ, OE .
Nous avons de´montre´ le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4. On suppose que F est une extension finie de Qp. Soit
V ∈ Mo−tor(B) une repre´sentation Z-localement finie et de pre´sentation
finie indBB0Z(V0) → V avec V0 ⊂ V |B0Z . Alors, le (ϕ, Γ )-module sur
OE
D(V ) := OE ⊗Λ(U0) DV (V0)
∗
est e´tale et ne de´pend pas du choix de la pre´sentation finie. C’est un
OE -module de type fini si V est engendre´ par un sous-module B
+-
stable M tel que MU0,pL=0 est fini.
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5. Repre´sentations de G := GL(2, F )
Nous nous restreignons maintenant aux repre´sentations lisses de B
qui se prolongent a` G. C’est une information profonde qui permet
d’aller plus loin. Nous allons ge´ne´raliser les re´sultats obtenus par
Hu [3] pour des repre´sentations irre´ductibles lisses de G sur k a` des
repre´sentations lisses de torsion de G sur o. Il n’y a pas d’hypothe`se
sur la caracte´ristique de F , mais lorsque F est de caracte´ristique 0
nous en de´duirons des repre´sentations satisfaisant la condition du
the´ore`me 4. Les techniques de´veloppe´es pour les repre´sentations de
B dans les chapitres pre´ce´dents joints a` celles de Hu permettent
d’obtenir des re´sultats nouveaux sur les repre´sentations lisses de G
sur o (non necessairement de torsion).
On note K := GL(2, OF ).
Soit V ∈ Mo(G) et soit V0 ∈ Mo(KZ). Si V est un quotient de
indGKZ(V0), on dit que
indGKZ(V0)→ V
est une pre´sentation de V . On dit que la pre´sentation est finie si V0
est de type fini et si le noyau RV (V0) ∈Mo(G) de la pre´sentation est
de type fini.
Proposition 7. Soit V ∈ Mo(G). Alors V est de pre´sentation finie
si et seulement si V |B est de pre´sentation finie.
Preuve. a) Pre´liminaires. La de´composition de Bruhat G = BK, B∩
KZ = B0Z, montre que la restriction a` B d’une repre´sentation in-
duite compacte indGKZ(V0) est e´gale a` ind
B
B0Z(V0). Comme les repre´sentations
sont lisses, une repre´sentation V ∈ Mo(G) est de type fini si et seule-
ment si sa restriction a` B est de type fini, et une repre´sentation
V0 ∈ Mo(KZ) ou V0 ∈ Mo(B0Z) est de type fini si et seulement si
sa restriction a` Z est de type fini.
b) Soit indGKZ(V0) → V une pre´sentation finie de V de noyau
RV (V0). Alors sa restriction a`B est une pre´sentation finie ind
B
B0Z(V0)→
V de V |B , par les pre´liminaires.
c) Supposons que V |B soit de pre´sentation finie. On choisit une
pre´sentation finie indBB0Z(V0)→ V de V |B avec V0 ⊂ V |B0Z . La sous-
repre´sentation
V ′0 :=< KV0 > ∈ Mo(KZ)
de V |KZ est de type fini et la pre´sentation naturelle
indBB0Z(V
′
0)→ V
de V |B est finie par la proposition 1. Cette pre´sentation finie de V |B
est la restriction a` B de la pre´sentation naturelle
indGKZ(V
′
0)→ V
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de V . Cette pre´sentation est finie par les pre´liminaires.
Rappelons les re´sultats de Hu [3].
The´ore`me 5. Lorsque V ∈Mo(G) et V0 ∈ Mo(KZ) sont irre´ductibles
avec un caracte`re central et V0 ⊂ V |KZ , on a les proprie´te´s suivantes:
a) L’espace vectoriel < B+V0 > ne de´pend pas du choix de V0.
b) ∆V (V0) contient V
I1, avec e´galite´ si V n’est pas supersingulie`re.
c) ∆V (V0) est finie si et seulement si RV (V0) est finie, et dans ce
cas V est admissible.
d) Un quotient admissible V ′ de indGKZ(V0) tel que ∆V ′(V0) est
fini, est de longueur finie. De plus, < B+V0 >
U0⊂ ∆V (V0), et NV ′(V0) ∈
Mo(G) est de type fini.
e) L’inclusion ∆V ⊂ < K∆V > est le “diagramme canonique”
de V , et deux repre´sentations irre´ductibles Mo(G) avec un caracte`re
central sont isomorphes si et seulement leurs diagrammes canoniques
sont isomorphes.
Preuve. a) ([3] Cor. 3.15) .
b) ([3] Th. 1.2) .
c) ([3] Th. 1.3, Th. 4.3) . De plus, ∆V (V0) est finie si et seulement
si RV (V0) est finie, pour tout quotient non trivial V de ind
G
KZ(V0).
d) ([3] Cor. 3.24, Prop. 4.5) .
e) ([3] Th. 3.17) .
Nous allons e´tendre ces re´sultats au cas ou` V ∈ Mo−tor(G) et
V0 ∈ Mo−tor(KZ) ne sont pas irre´ductibles. Notons
Mapfo−tor(G)
la sous-cate´gorie deMo−tor(G) des repre´sentations admissibles et de
pre´sentation finie. Nous allons voir que Mapfo−tor(G) est une cate´gorie
abelienne, et une sous-cate´gorie de Serre deMo−tor(G) contenue dans
la cate´gorie Mtfo−tor(G) des repre´sentations de type fini.
The´ore`me 6. Soit V ∈ Mo−tor(G) une repre´sentation admissible de
pre´sentation finie. Alors V est de longueur finie et tous les sous-
quotients de V sont admissibles, de pre´sentation finie.
Preuve. Notons queV est annule´ par une puissance de pL. Par un
the´ore`me ge´ne´ral, [5] th. 2, tout sous-quotient d’une repre´sentation
admissible V ∈ Mo−tor(G) annule´ par une puissance de pL est ad-
missible.
Soit V0 ∈ Mo−tor(KZ) contenue dans V |KZ telle que le mor-
phisme naturel f : indGKZ V0 → V soit une pre´sentation finie de V .
Alors ∆V (V0) est fini (Prop. 3).
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Montrons que V est de longueur finie.
a) Si V0 est irre´ductible avec un caracte`re central, un quotient
admissible de indGKZ(V0) est de longueur finie par Hu (Th. 5 d)).
b) Si tous les sous-quotients irre´ductibles de V0 ont un caracte`re
central, on montre par induction sur la longueur de V que V est de
longueur finie. Pour une sous-repre´sentation irre´ductible V ′0 de V0 de
quotient V ′′0 = V0/V
′
0 . l’image de la suite exact
0→ indGKZ(V
′
0)→ ind
G
KZ(V0)→ ind
G
KZ(V
′′
0 )→ 0
par la pre´sentation finie f : indGKZ(V0)→ V est une suite exacte
0→ V ′ → V → V ′′ → 0 .
Les noyaux forment une suite exacte
0→ RV ′(V
′
0) → RV (V0) → RV ′′(V
′′
0 )→ 0 .
Comme RV (V0) ∈ Mo−tor(G) est de type fini, le quotient RV ′′(V
′′
0 )
est de type fini. Par la proposition 3 , ∆V (V0) est fini, donc ∆V ′(V
′
0)
e´tant contenu dans ∆V (V0) est fini. Par le the´ore`me 5 c), RV ′(V
′
0)
est de type fini. Les repre´sentations V ′, V ′′ sont donc de pre´sentation
finies. Elles sont aussi admissibles. Par a), V ′ est de longueur finie.
Par induction sur la longueur de V0, V
′′ est de longueur finie. Donc
V est de longueur finie.
c) Il existe une extension finie o′/o telle que tous les sous-quotients
irre´ductibles de V0,o′ := o
′⊗oV0 ont un caracte`re central. Par le lemme
3, Vo′ := o
′⊗o V est admissible et la pre´sentation ind
G
KZ(V0,o′)→ Vo′
est finie. Par b), Vo′ = o
′ ⊗o V ∈ Mo′(G) est de longueur finie. A
fortiori V est de longueur finie.
Montrons maintenant que tous les sous-quotients de V sont de
pre´sentation finie. Tous les sous-quotients de V d’une repre´sentation
de longueur finie sont de longueur finie. Par la proposition 2 b), tous
les quotients de V sont de pre´sentation finie. Montrons qu’une sous-
repre´sentation V ′ de V est de pre´sentation finie. Soit V ′′ := V/V ′.
On se rame`ne par extension des scalaires, comme on le peut par
le the´ore`me 6 3) et le lemme 3, au cas ou` tous les sous-quotients
irre´ductibles de V ont un caracte`re central.
On choisit, comme on le peut (Prop. 2 a)), des o[KZ]-sous-modules
V ′0 , V0, V
′′
0 finis et engendrant V
′, V, V ′′ formant une suite exacte
0→ V ′0 → V0 → V
′′
0 → 0
dansMfo (KZ). L’injection ∆V ′(V
′
0)→ ∆V (V0) implique que∆V ′(V
′
0)
est fini puisque ∆V (V0) est fini.
Supposons V ′ irre´ductible. On choisit une sous-repre´sentation irre´ductible
W0 de V
′
0 . Naturellement ∆V ′(W0) est fini puisque contenu dans
21
∆V ′(V
′
0). Par le the´ore`me 5 c), la pre´sentation ind
G
KZ(W0) → V
′
est finie.
Supposons V ′ re´ductible. Par une re´currence sur la longueur, V ′/W
est de pre´sentation finie pour toute sous-repre´sentation irre´ductible
W de V ′, car elle est contenue dans V/W qui est admissible et
de longueur finie. Comme W,V ′/W sont de pre´sentation finie, la
repre´sentation V ′ est de pre´sentation finie par la proposition 2 a).
Proposition 8. Soit V ∈ Mo−tor(G) de type fini, et soit V0 une sous-
repre´sentation de V |GL(2,OF )Z ge´ne´ratrice. Alors RV (V0) ∈ Mo−tor(G)
est de type fini, si V est admissible et ∆V (V0) fini. Inversement,
RV (V0) de type fini implique ∆V (V0) fini.
Preuve. Vu la proposition 3, il suffit de montrer que ∆V (V0) fini et
V admissible implique RV (V0) de type fini. Comme pre´ce´demment,
on se rame`ne au cas ou` les sous-quotients irre´ductibles de V0 ont un
caracte`re central. Une ve´rification facile permet ensuite de se ramener
au cas ou` V0 est irre´ductible. Puis on applique Hu.
On note
s :=
(
0 1
1 0
)
, ω :=
(
0 1
pF 0
)
= st .
L’e´le´ment ω normalise le sous-groupe d’Iwahori I image inverse de
B(q) := B(Fq) dans K, ainsi que le pro-p-sous-groupe de Sylow I1 de
I. Le normalisateur de I dans G est le groupe IZ ∪ ωIZ. Le groupe
G est engendre´ par KZ et ω.
Lemme 11. On a (B −B+)K = ωB+K et l’union
G = B+K ∪ ωB+K
est disjointe et I-stable a` gauche.
Preuve. La de´composition de Bruhat, G = BK et B ∩ K = B0
implique que
G = B+K ∪ (B −B+)K
et que l’union est disjointe. Comme l’on a
B+ = ∪n∈N B0t
nZ , I = B0U
−
1 ,
ou` U−1 = U
−(pFOF ) et U
− est le groupe des matrices strictement
triangulaires infe´rieures de G, nous avons
ItnKZ = B0t
nKZ = B0t
nKZ , B+K = ∪n∈NIt
nKZ .
Donc B+K est I-stable a` gauche. Par les de´compositions de Cartan
(ve´rifier la dernie`re e´galite´), G est e´gal aux unions disjointes:
G = ∪n∈NKt
nKZ = ∪n∈NIt
nKZ ∪n∈N ωIt
nKZ .
On en de´duit avec la formule pour B+K, que le comple´mentaire de
B+K dans G est ωB+K qui est aussi I-stable car ω normalise I.
22
Comme exemple d’application, on a:
Proposition 9. Soit V ∈ Mo(G) et soit V0 une sous-repre´sentation
de V |KZ ge´ne´ratrice. Alors les deux o-modules
< B+V0 > , < (B −B
+)V0 > = ω < B
+V0 > ,
sont stables par IZ. Leur intersection
∆V (V0) =< B
+V0 > ∩ ω < B
+V0 >
contient V I10 et est stable par IZ ∪ ωIZ.
Preuve. Evident avec le lemme 11. Comme ω normalise I1, le sous-
espace V I10 de < B
+V0 > est contenu dans ω < B
+V0 >.
Proposition 10. Soit V ∈ Mo−tor(G) et soit V0 une sous-repre´sentation
de V |KZ ge´ne´ratrice. Alors ∆V (V0)/=0.
Preuve. Par la proposition 9, il suffit de voir que si V0 ∈ Mo−tor(K)
est non nul, alors V pL=0,I10 /=0.Soit v ∈ V0 non nul, et soit n ∈ N
minimal tel que pnLv = 0. On a n/=0 donc V0 contient un e´le´ment
non nul w := pn−1L v annule´ par pL. La sous-repre´sentation de V0|I1
engendre´e par w est non nulle et appartient a` Mk(I1); elle a un
vecteur non nul fixe par I1 qui est un pro-p-groupe.
Soit V ∈ Mo(G) et soit V0 ∈ Mo(KZ) avec V0 ⊂ V |KZ ge´ne´ratrice.
Suivant Hu [?]Lemme 3.5, ∆V (V0) est le premier terme (pour n = 0)
d’une suite (∆
(n)
V (V0))n∈N de repre´sentations de IZ contenues dans
< B+V0 > |IZ , de´finies par re´currence
∆
(n)
V (V0) :=< B
+V0 > ∩ < Kω∆
(n−1)
V (V0) >
pour n ≥ 1. Comme < B+V0 > est stable par IZ, les ∆
(n)
V (V0) sont
stables par IZ.
Lemme 12. Soit V ∈ Mo(G) et soit V0 ∈ Mo(KZ) avec V0 ⊂ V |KZ
ge´ne´ratrice. La suite (∆V (V0)
(n))n∈N est croissante, et
∆
(n)
V (V0) = ∆V (V0) +
∑
u∈U(q)
ut∆
(n−1)
V (V0) .
L’union des (∆V (V0)
(n))n∈N est e´gale a` < B
+V0 > si ∆V (V0) engen-
dre V .
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Preuve. a) Un syste`me de repre´sentants de K/I est {1, U(q)s}, donc
un syste`me de repre´sentants de Kw/I est {ω,U(q)t}. Pour toute
sous-repre´sentation M de V |I , on a
< KωM >= ωM +
∑
u∈U(q)
utM .
Prenant M = ∆V (V0) qui est stable par ω on obtient
< Kω∆V (V0) > = ∆V (V0) +
∑
u∈U(q)
ut∆V (V0) .
On a donc ∆
(1)
V (V0) =< Kω∆V (V0) > car cette repre´sentation est
contenue dans < B+V0 >. On voit que ∆V (V0) ⊂ ∆
(1)
V (V0), puis par
induction sur n, que ∆
(n−1)
V (V0) ⊂ ∆
(n)
V (V0) pour tout n ≥ 1. Lorsque
M est contenu dans < B+V0 >, on voit que
< B+V0 > ∩ < KωM > = ω(< ωB
+V0 > ∩ M) +
∑
u∈U(q)
utM .
Si∆V (V0) ⊂M le premier terme du membre de droite est ω∆V (V0) =
∆V (V0). Prenant M = ∆
(n−1)
V (V0) on obtient
∆
(n)
V (V0) = ∆V (V0) +
∑
u∈U(q)
ut∆
(n−1)
V (V0)
ce qui entraine
< Kω∆
(n−1)
V (V0) > = ω∆
(n−1)
V (V0) +∆
(n)
V (V0) .
Donc la filtration croissante
(< Kω∆
(n)
V (V0) >)n∈N
est contenue dans la sous-repre´sentation V ′ de V engendre´e par∆V (V0),
et sa limite est stable par K et ω. Comme G est engendre´ par K
et ω, cette limite est V ′. L’union des intersections avec < B+V0 >
est V ′ ∩ < B+V0 >. L’union des (∆V (V0)
(n))n∈N est donc e´gale a`
V ′ ∩ < B+V0 >.
Remarque 2. Si V0 ∈ Mo(KZ) est engendre´e par V
I1
0 , alors V est
engendre´ par ∆V (V0) qui contient V
I1
0 (lemme 9). C’est toujours le
cas si V0 est irre´ductible.
Lemme 13. Soit V ∈ Mo(G) de type fini (resp. de pre´sentation
finie) et soit M ∈ Mo(B
+) de type fini contenu dans V |B+ . Alors
il existe une presentation (resp. finie) indGKZ(V0) → V de V avec
V0 ⊂ V |KZ de type fini, ∆V (V0) engendre V et M ⊂ < B
+V0 >.
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Preuve. Si V est de presentation finie, on choisit, comme on le peut,
une pre´sentation finie indGKZ(V
′
0) → V de V avec V
′
0 ⊂ V |KZ con-
tenant un syste`me fini de ge´ne´rateurs de M (proposition 1). Dans
indGKZ(V
′
0),
W0 := < K(ω[1, V
′
0 ] + [1, V
′
0 ]) >
est un o[KZ]-sous-module de type fini; son image V0 dans V contient
V ′0 ∪ ωV
′
0 . Par la proposition 1,
indGKZ(V0)→ V
est une pre´sentation finie de V , qui ve´rifie les proprie´te´s:
a) ∆V (V0) engendre V , car ∆V (V0) contient V
′
0 .
b) M ⊂ < B+V0 >.
Si V est simplement de type fini, c’est le meˆme argument en sup-
primant “finie” dans pre´sentation finie, et en ajoutant V0 de type
fini.
Lemme 14. Soit V ∈ Mo(G) et V0 ∈ Mo(KZ) avec V0 ⊂ V |KZ et
ge´ne´rateur. Alors la relation
ωv0 +
∑
u∈U(q)
utvu = 0
entre q + 1 e´le´ments v0, (vu)u∈U(q) de < B
+V0 > implique que ces
e´le´ments appartiennent a` ∆V (V0).
Preuve. Comparer avec [3] Lemme 3.1. a) Comme
< ωB+V0 > ∩ < U(q)sωB
+V0 > = < ωB
+V0 > ∩ < B
+tV0 >
est contenue dans∆V (V0), la relation implique ωv0 ∈ ∆V (V0). Comme
∆V (V0) = ω∆V (V0) on en de´duit v0 ∈ ∆V (V0).
b) Comme 1, U(q)s est un syste`me de repre´sentants de K/I, tout
e´le´ment f de indKI (< ωB
+V0 >) s’e´crit [1, ωv0] +
∑
u∈U(q) us[1, ωvu]
pour v0, (vu)u∈U(q) uniques de < B
+V0 >. Clairement f appartient
au noyau R de l’application naturelle K-e´quivariante
indKI (< ωB
+V0 >) → V
si et seulement si la relation du lemme est ve´rifie´e. Comme R est
K-e´quivariant, si f ∈ R alors il existe un e´le´ment fu ∈ R tel que
fu(1) = ωvu pour tout u ∈ U(q). On de´duit de a) que vu ∈ ∆V (V0)
pour tout u ∈ U(q).
Remarque 3. Notons que
V = < KωB+V0 > + V0 .
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Preuve. B+K e´tant I-stable a` gauche, nous avons
KωB+K = ωB+K ∪ U(q)tB+K = ωB+K ∪B+tK = G−B0Z .
On conside`re la fonction
ℓV0 : < B
+V0 > → N ∪∞ .
associe´e a` a filtration croissante (∆
(n)
V (V0))n∈bfN . Si v n’appartient
a` aucun ∆
(n)
V (V0) alors ℓV0(v) = ∞. Sinon, ℓV0(v) est le plus petit
entier n ∈ N tel que v ∈ ∆
(n)
V (V0).
Pour tout entier m ∈ N, notons Um := U(p
m
F OF ) et U
−
m :=
U−(pmF OF ).
Lemme 15. Soit V ∈ Mo(G) de pre´sentation ind
G
KZ(V0) → V avec
V0 ⊂ V |KZ. Soit v ∈ (∪n≥1∆
(n)
V (V0)) − ∆V (V0). Alors pour tout
m ≥ 1,
ℓV0(Amv) = ℓV0(v) +m , Am :=
∑
u∈U0/Um
utm .
Preuve. Comparer avec[3] lemme 3.8.
a) Le cas m = 1. Posons ℓV0(v) = n ≥ 1. Par le lemme 12, A1v ∈
∆
(n+1)
V (V0). Supposons A1v ∈ ∆
(n)
V (V0). On e´crit
A1v = ωv0 +
∑
u∈U(q)
utvu
avec des e´le´ments v0 ∈ ∆V (V0) = ω∆V (V0) et (vu)u∈U(q) dans∆
(n−1)
V (V0).
Les e´le´ments v, v0, (vu)u∈U(q) sont lie´s par la relation
0 = ωv0 +
∑
u∈U(q)
ut(vu − v) .
Par le lemme 14, les e´le´ments (vu−v)u∈U(q) appartiennent a` ∆V (V0).
Donc v ∈ ∆
(n−1)
V (V0) ce qui contredit l’hypothe`se ℓV0(v) = n.
b) Le cas m > 1. Le m-ie`me ite´re´ A1 ◦ . . . ◦ A1 de A1 est e´gal a`
Am.
Lemme 16. Soient a ∈ N non nul et soit g ∈ U−a . Alors l’application
u 7→ ug : U0 → U0 , gu ∈ ugT0U
−
a
est bien de´finie, et induit par passage au quotient une bijection de
U0/Ub pour tout b ∈ N.
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Preuve. Le groupe Ca,b :=< U
−
a , Ub > engendre´ par U
−
a et Ub a une
de´composition d’Iwahori (c’est facile a` ve´rifier) :
Ca,b = U
−
a (T0 ∩ Ca,b) Ub = Ub (T0 ∩ Ca,b) U
−
a .
Pour g ∈ U−a et u ∈ U0, l’e´le´ment gu ∈ Ca,0 s’e´crit uniquement
gu = ughu
′ avec ug ∈ U0, h ∈ T0, u
′ ∈ U−a . Donc l’application
u 7→ ug est bien de´finie. Si u ∈ Ub l’e´le´ment gu appartient a` Ca,b,
alors ug ∈ Ub. Inversement si ug ∈ Ub alors gu ∈ UbT0U
−
a . L’e´galite´
dans M(2, OF )(
1 0
ya 1
)(
1 y0
0 1
)
=
(
1 xb
0 1
)(
x 0
0 y
)(
1 0
xa 1
)
implique yxb = y0. Si y ∈ O
∗
F , xb ∈ p
b
FOF , alors y0 ∈ p
b
FOF . Donc
ug ∈ Ub implique u ∈ Ub.
Proposition 11. Soit V ∈ Mo(G) de type fini et soit V0 ∈Mo(KZ)
de type fini contenue dans V |KZ ge´ne´rateur et telle que ∆V (V0) en-
gendre V . Alors tout v ∈< B+V0 >
U0 engendrant une sous-repre´sentation
admissible V (v) de V , appartient a` ∆V (V0).
Preuve. Voir [3] Proposition 4.4 (ii).
Soit m un entier ≥ 1. Gardons les notations du lemme pre´ce´dent
et de sa preuve. On choisit, comme on le peut, un entier a ≥ 1 tel
que le groupe Ca,0 fixe v. Montrons que Ca,0 fixe aussi Amv. Pour
g ∈ U0, la multiplication a` gauche par g dans U0 induit une bijection
de U0/Um, donc gAmv = g
∑
u∈U0/Um ut
mv = Amv. Pour g ∈ U
−
a , on
a
gAmv =
∑
u∈U0/Um
ugt
mv = Amv ,
par le lemme pre´ce´dent. Le o-module de type fini V (v)Ca,0 contient
Amv pour tout entier naturel non nul m. Les e´le´ments (Amv)m≥mv
ne peuvent pas eˆtre line´airement inde´pendants sur o. Le lemme 15
implique v ∈ ∆V (V0).
The´ore`me 7. Soit V ∈ Mo−tor(G) admissible de pre´sentation finie.
Alors MU0 est fini, pour tout M ∈ Mo−tor(B
+) de type fini contenu
dans V |B+ .
Preuve. Proposition 11, Lemme 13, The´ore`me 2 b).
Corollaire 4. DV (V0)
∗ est un Λo(U0)-module de type fini pour tout
V0 ∈ Mo(B0Z) de type fini contenu dans V |B0Z et ge´ne´rateur.
Preuve. Proposition 6.
Corollaire 5. L’ensemble P+(V ) des M ∈ Mo−tor(B
+) contenus
dans V |B+ et engendrant V a un unique e´le´ment minimal V
+
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Preuve. Comparer avec [4] Proposition 9.9. Comme Λo(U0) est noethe-
rien, par dualite´ de Pontryagin, toute suite de´croissante dans P+(V )
est stationnaire. L’ensemble P+(V ) est stable par intersection [4]
Lemma 2.2. Donc l’intersection V + des e´le´ments de P+(V ) appar-
tient a` P+(V ).
Lemme 17. Soit f : V1 → V2 un morphisme dans M
apf
o−tor(G). Alors
f(V +1 ) ⊂ V
+
2 .
Preuve. On factorise le morphisme f : V1 → V1/Kerf → f(V1)→ V2
dans la cate´gorie abe´liene Mapfo−tor(G). On est ramene´ au cas ou` f est
surjectif ou une inclusion. Si f est surjective ou une inclusion, alors
f−1(V +2 ) ⊂ P
+(V1) ([4] Lemma 2.3 pour une surjection et Lemma
2.1 pour une inclusion) donc f(V +1 ) ⊂ V
+
2 .
L’application V 7→ V + de´finit donc un foncteur de Mapfo−tor(G) vers
Mo−tor(B
+).
Remarque 4. Les travaux de Hu le sugge´rent de se poser la ques-
tion suivante : Existe-t-il un plongement canonique de Mapfo−tor(G)
dans la cate´gorie des diagrammes ? Il n’est pas difficile de constru-
ire des foncteurs de Mapfo−tor(G) dans la cate´gorie des diagrammes.
Par exemple, remplacer P+(V ) par le sous-ensemble P+I (V ) de ses
e´le´ments I-invariants. Cet ensemble a aussi un e´le´ment minimal V +I
et dV := V
+
I ∩ωV
+
I est stable par IZ∩ωIZ. On a donc le diagramme
dV ⊂ < KdV >
Sa construction est fonctorielle.
Nous supposons dore´navant que F est une extension finie de Qp.
On a de´fini au the´ore`me 7, un foncteur contravariant V 7→ D(V ) de la
cate´gorie des repre´sentations admissibles de pre´sentation finie dans
Mo−tor(G) vers la cate´gorie des (ϕ, Γ )-modules e´tales sur OE . On
de´duit de la partie 2) du corollaire 4 que D(V ) est un OE -module de
type fini. On note V(V ) ∈ Mfo (GalQp) la repre´sentation galosienne
associe´e par l’e´quivalence de cate´gories de Fontaine.
Corollaire 6. Supposons que F est une extension finie de Qp. Alors
V est un foncteur contravariant de Mapfo−tor(G) vers M
f
o (GalQp).
Lorsque F = Qp, chaque repre´sentation irre´ductible admissible
V ∈ Mo(G) a une pre´sentation finie ([6]; il y a plusieurs de´monstrations,
la premie`re due a` Colmez). On de´duit de la proposition 2, du lemme
3, et du the´ore`me 6 queMalfo−tor(G) =M
apf
o−tor(G). Le foncteur D(V )
est exact car le proble`me pour l’exactitude vient seulement de la
trace de OF a` Zp. Ceci termine la preuve du the´ore`me 1 donne´ dans
l’introduction.
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